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RESUMO A Gestdo Ambiental torna-se, cada vez mais, uma drea de suma importancia na preservagio dos
recursos hidricos, da flora e da fauna do planeta. Embora tenha havido algum avango na conscien-
tizagdo de empresarios, cidaddos e na legislacio, existe ainda uma deficiéncia de metodologias para
acoes eficazes, por parte das autoridades, quando necessédrio. Neste artigo, apresenta-se, como fer-
ramenta confidvel para tais acdes, o método da Assimila¢do Variacional de Dados e o das Equagdes
Adjuntas que, combinados, sdo capazes de fornecer uma condigao inicial bastante realistica de um
sistema em estudo para simula¢des computacionais, a um custo computacional e temporal razoa-
veis, quando apenas algumas observagdes e a dindmica do sistema sdo conhecidas, permitindo um
primeiro passo na remedia¢do de um acidente envolvendo o derrame de 6leo em corpos de agua.

Palavras-chave Assimilagio Variacional de Dados; Equagdes Adjuntas; Previsio de Trajetorias de Oleo no Mar.

ABSTRACT Environmental Management is becoming an area of paramount importance in the preservation of
water resources, flora and fauna of our planet. Despite the advances in entrepreneurs’ and citizens’
minds as well as in Law, there is still a deficiency in methodologies of efficient actions by the authori-
ties, when necessary. We present here a reliable computational tool designed for those situations based
on the Variational Data Assimilation and Adjoint Equations methods which, when combined, produ-
ce a methodology able to give, at a reasonable computational and temporal cost, a very realistic initial
configuration of the system under examination to be used in computational simulations; particularly
when only a set of partial observations and the dynamics of the systems are known, in order to take a
first step to remedy an accident caused by an oil spillage on the sea surface.
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1. INTRODUCAO

Pode-se avaliar facilmente a importancia da Gestdo de Recursos Naturais, no contexto da
Preservagdo Ambiental, considerando o crescimento vertiginoso de trabalhos técnico-cientificos
dedicados ao assunto, apenas na ultima década, acompanhado do fortalecimento da legislagdo
ambiental. Contudo, quando se trata de gerir os recursos naturais ou de administrar corretamente
os efeitos de residuos industriais sobre o meio ambiente, de um ponto de vista estritamente técnico,
a situacdo é ainda bastante desalentadora: uma coisa é definir e garantir a utiliza¢io racional dos
recursos naturais, assegurando sua sustentabilidade; outra, bem diferente, é minimizar o impacto
ambiental de certos acidentes, pois nem a seguranca nas instalagdes industriais atinge ainda os
100% de eficiéncia, nem determinadas atividades bastante perigosas ao meio ambiente podem, por
ora, ser simplesmente abandonadas.

Dentre os acidentes ambientais, ha duas classes extremamente danosas, seja pela velocidade
com que se desenvolvem, seja pela dificuldade para a previsdo de seu alcance, a saber: os derrames
de poluentes liquidos em rios e no mar e a emissdo de gases potencialmente perigosos na atmosfera.
No caso dos derrames de poluentes em corpos de agua, considerando que atualmente cerca de 80%
da produgéo de petroleo, no Brasil, sio provenientes de plataformas marinhas, que o histdrico de aci-
dentes com vazamento de 6leo tanto na exploragdo em plataformas quanto no transporte por navios
ndo ¢ tranquilizador, e que os efeitos nefastos desses derrames perduram, algumas vezes, por duas
décadas, tempo necessario para a recuperagdo da fauna e flora atingidas, com importantes reflexos
em atividades econdmicas locais e na subsisténcia de habitantes, a redu¢io de dreas atingidas, em ca-
so de um derrame acidental de 6leo, é um dos objetivos primordiais de gestores ambientais, exigindo
deles uma capacidade de previsdo rapida e confiavel para uma eficiente tomada de decisdes.

Uma andlise dos procedimentos apds o vazamento de 6leo de um terminal da Petrobras na
Baia da Guanabara, em janeiro de 2000, visando a conten¢do da mancha de dleo produzida, é um dos
exemplos de que a modelagem computacional de derrame de poluentes em corpos de agua (assim co-
mo a da emissdo de gases na atmosfera) tem necessariamente de incorporar observagdes, posteriores
ao fato, das regides vizinhas aquela onde o evento ocorreu, para uma previsao precisa do desenvolvi-
mento da mancha de 6leo; uma tarefa que precede qualquer tomada de decisdo efetiva.

Uma breve visdo do que ocorreu, quando do vazamento de 6leo, em 2000, na Baia da Gua-
nabara, feita na sec¢do 2, esclarecerd o método apresentado na se¢do 3, desenvolvido, inicialmente,
para a previsdo numérica do tempo e adaptado, como se vera na se¢do 4, ao problema da determi-
nac¢io da evolugdo da mancha de 6leo.

2. DESCRICAO DE UM ACIDENTE

Os procedimentos da Petrobras, em caso de vazamento, seguem as seguintes etapas, na or-
dem apresentada (PETROBRAS, 2005'): 1. Cercar com barreiras flutuantes, colocadas contra o
vento e as correntes, a mancha formada, para evitar que o 6leo se espalhe e 2. Retirar a mistura 6leo
e dgua, para a separac¢do dos dois fluidos.

Em 18/01/2000, cerca de 1,3 mil toneladas de 6leo combustivel (tipo MF-380) vazaram de uma das
14 linhas do sistema de transferéncia de produtos da refinaria Duque de Caxias (REDUC) para o termi-
nal da Ilha D’Agua (TORGUA), na Bafa de Guanabara. A mancha de dleo, que pode ser observada na
Figura 1, se espalhou por extensa area e atingiu diversos ecossistemas, incluindo praias, costdes rochosos
e manguezais, localizados na parte norte/nordeste da bafa. Dentre as praias mais seriamente atingidas,
estdo as do litoral de Magé, as praias de Maud, Anil, Paquetd, Ilha do Governador e Sao Gongalo. A Area
de Protecio Ambiental de Guapimirim, severamente afetada, ¢ um dos mais importantes nichos ecolo-
gicos da regido, abrangendo um manguezal de 14 mil hectares (KAMPEL e AMARAL, 2002).

1 www.portalmaritimo.com
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Figura 1 - Mancha de ¢6leo formada em 19/01/2000, um dia apds o vazamento.
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Fonte: KAMPEL e AMARAL (2002).

Note-se o alcance da mancha de 6leo, pois se manguezais ao norte e nordeste foram atingi-
dos, também o foi 0 manguezal proximo a Ilha do Fundao, ja quase no extremo oeste da baia.

Enquanto muito tem sido feito no desenvolvimento de produtos quimicos e equipamentos
que ajudem a recolher a mistura 6leo e d4gua, o procedimento numero 1, acima, continua o mesmo
e suas deficiéncias aparecem seguidamente em acidentes com vazamentos no mar.

O modelo descrito nas proximas se¢des oferece uma alternativa mais eficiente ao procedi-
mento numero 2, por considerar nio s6 a dindmica do sistema 6leo/mar, submetido a a¢do de ven-
tos e correntes, mas também a disposi¢do da mancha de dleo formada com o vazamento, e, entio,
simular computacionalmente a evolugao da mancha, sob essas condigdes.
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3. FORMULACAO MATEMATICA DO PROBLEMA

Com o objetivo de dirimir as deficiéncias dos planos para remediar acidentes produzindo
6leo a deriva, adota-se um método que, além da simula¢ido computacional da dinamica do sistema
6leo/mar, incorpora observacoes da mancha de dleo produzida no acidente, com a finalidade de
corrigir as previsoes fornecidas pelas simulagdes.

Os dados necessarios a um modelo confiavel, séries historicas de ventos, correntes, salinida-
de, etc, sdo obtidos pelas empresas operando em plataformas. Quanto a assimilacao de dados, ou
seja, a maneira como as observagdes do sistema sao empregadas na correcao das simulag¢des, ha
duas classes de algoritmos capazes de realizar tal tarefa: 1. algoritmos sequenciais consistem em,
a cada instante de tempo em que existe uma observacédo disponivel, verificar a discrepancia entre
a observagio e a previsdo feita por simulagdo para aquele instante e empregar a previsdo corri-
gida pela observagdo como condigdo inicial para uma nova simulagdo. Este ¢ o caso dos pilotos
automaticos e, em geral, dos processos submetidos ao filtro de Kalman; 2. algoritmos variacionais
realizam a corregdo da condigéo inicial do modelo empregando de uma vez todas as observagdes
disponiveis, de modo que as previsdes geradas por uma condigdo inicial tem de ajustar-se a todas
as observagdes em um dado intervalo de tempo. A busca pela condi¢éo inicial é feita minimizan-
do-se o erro entre as previsdes obtidas com a condi¢io inicial e a observagio correspondente.

Vemos assim que o fluxo de informagdes, nos algoritmos sequenciais, é sempre no sentido
crescente do tempo, enquanto que, no caso dos algoritmos variacionais, como se busca um ajuste
global das previsdes as observagoes, este percorre todo o intervalo de tempo em que ha observa-
¢oes disponiveis. Sendo assim, nao ¢é dificil concluir que algoritmos variacionais exijam um esforgo
computacional superior ao dos algoritmos sequenciais, sendo sua implementagdo possivel somente
com o emprego do método das equag¢des adjuntas.

A seguir, sdo apresentadas a formulagio matematica de cada um dos conceitos aqui empregados.

Defini¢do: Sejam A um aberto em IR" e f:A — IR uma fungédo diferenciavel. Entdo, Vxe A,

flx+tv) - flx) Com

a diferencial de fem x é o funcional linear tal que, Vve IR", df(x) - v =lim o

t—0
df(x) ¢ um funcional linear de (IR")'*, o espago vetorial dual de IR", decorrem de um resultado ba-
sico da Algebra Linear, a existéncia e a unicidade do vetor do IR", Vf(x), tal que

df(x) - v=<Vflx),v > )]
sendo <,> o produto interno candnico de IR".

Seja S um sistema evolutivo, observado durante o intervalo de tempo [t,,t,], do qual se dispoe
de um conjunto de observagdes, coletadas no mesmo intervalo de tempo e distribuidas no dominio
espacial, onde reside o foco de interesse sobre S. Além disso, é conhecida a dindmica de S. Com
base nessas informacdes, quer-se determinar a condigdo inicial do modelo de S, ou seja, a repre-
sentagdo numérica da configuracio de S no instante de tempo ¢, a partir da qual uma simulagéo
computacional de S gere configuragdes que se aproximem, dentro de uma precisdo pré-estabele-
cida, das observacoes disponiveis de S, em instantes de tempo correspondentes, com o objetivo de
se obter uma configuragiao do modelo em ¢, > t,, que venha a reproduzir a real configuracao de S
no instante f, também dentro da precisdo aceita. Esse processo, conhecido como Assimilagdo de
Dados por aqueles que estudam os problemas relacionados com a dindmica de fluxos geofisicos, é,
conceitualmente, semelhante & Melhor Estimativa Linear Nao Tendenciosa (SORENSEN, 1980) da
configuragao de S em #;dadas as configuracdes de S em [¢,,1,], sendo aqui resolvido, numa aborda-
gem deterministica, como um problema de controle 6timo, do qual a condigéo inicial do sistema
¢ o dado de controle.
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3.1. 0 método da assimilacao de dados

Considera-se, inicialmente, a versdo continua do problema da Assimila¢do Variacional de Da-
dos, por permitir um tratamento matematico adequado. Neste caso, os objetos matematicos sio:

(i) as observagdes do sistema S, Z:[t,,t,] X V— V, tal que, Vte(t,t,], Z,: V— V, é um operador
diferenciavel definido no espago vetorial V, munido do produto interno <,>, sendo [¢t,,t,] o
intervalo de assimilago.

(ii) a dinidmica do sistema S, dada por

X
o =~ F&) )

sendo X:[t,t,] X V — V a trajetdria do sistema S durante o intervalo de assimilacao, [t,,t,],
E={Y;Y:[t,t,] X V— Ve Ye C} e F:E— E um operador diferenciavel.

iii) afungdo “peso” W:[t,t,] — , sendo 0 espago vetorial dos operadores lineares em V,

iii) afuncio “peso” W:[t,t,] = L(V) do L(V paco vetorial dos operad li \%
que resulta das informacgdes estatisticas dos instrumentos utilizados na coleta de informa-
¢des sobre S e que, a cada t €[t,,1,], associa o operador linear injetivo

W():V — V
(iv) o funcional quadratico
JE— R
Xo % [< WO X(tx9) - Z(3), WOX(6) - Z(3)) > dD (3)

sendo D = {(t,x?); t €[t,,t,] x°€ V}.

O problema da Assimila¢iao Variacional de Dados é, entéo, encontrar a trajetdria dos estados
do sistema S, X:[t,,t,] X V. — V; tal que X seja a solu¢io de (2) que minimize o funcional (3), ou seja,
o seguinte problema de minimizagdo com restri¢éo:

Problema M;: encontrar a solu¢éo de (2) que minimiza (3).

Como a solugio do problema da Assimilagdo de Dados sera obtida numericamente, é neces-
sario resolver sua versdo discreta; isto, no entanto, acarreta uma outra dificuldade: o nimero de
variaveis resultantes da versao discreta do conjunto de equag¢des, modelando a dinamica de S, bem
como de seu dominio espago-temporal, é excessivamente grande. Portanto, seria computacional-
mente muito econdémico (e, em muitos problemas, s6 assim exequivel) se, em lugar da solu¢édo X €
E, se procurasse a solu¢ido X, € E,,sendo E, = {X;x, =x lfupv, Xe EeX e C*} isomorfo ao conjunto
dos operadores em V, a que se pode chamar o espago das configuragdes iniciais de S, que minimi-
zasse a restri¢do do funcional J a E,. A dificuldade, aqui, é nio existir uma relagdo explicita entre J
e X,, pois ] é uma funcio de X. No entanto, se o problema (2) for bem posto, entdo o conhecimento
de X e o de X, sdo equivalentes. O método das Equagoes Adjuntas fornece, partindo-se da relagao
entre X e X, a diferencial da restricdo de Ja E,.
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3.2. 0 método das equacoes adjuntas

Reescreve-se a equacio (3), resultando na equagéo (4).
J:E—= IR
X o [ T(X(6x9))dD, @

D

sendo
T:E — IR

XY 05 [ WO G = Z6DWC K -26)>

Como a diferencial de ] em X€ E é um funcional linear no espago de Hilbert E com o produto
interno

<X (), Y () > I<W( DEXEWE)(Y()>dD,

empregando o Teorema da Representagdo de Riesz (KREYSZIG, 1989), obtém-se a equagio (5),
VHEeE,

] (X) - H= <V _J(X),H >, [ <V T(X(tx?)),H(t)> dD, 5)
D
sendo V JeV T, respectivamente, o gradiente de Je o de T.

Considera-se, na equa¢io (6), a versdo linear da equagéo (2):
= -5 X=0, (6)

que resulta da substituicdo do operador F, pela sua aproximacao de primeira ordem, em torno de um
—— -, ~ . OF . .
ponto de equilibrio, omitido na equagio, e na qual empregou-se a notagiao (g—X) para sua diferencial

neste ponto, resultando na equagio (7):

X

g +(a_X) X+VXT—O, (7)

sendo (g—;)* o adjunto do operador (g—)lz). Entdo, tem-se o seguinte resultado:

Teorema 1: Dada uma solugdo X € Ede M, X, € E,, X, = xl{tl}xv, ¢ solu¢io do seguinte pro-
blema de minimiza¢io sem restricdo:

Problema M;: encontrar 8X € E, que minimiza < Vy J,6X >.

Demonstracgdo: ver Apéndice 1
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Portanto, com o emprego do método da equagdo adjunta, projeta-se o conjunto solugdo
C*([tpt,] X V,V) sobre C*({t,} X V,V), o que representa, do ponto de vista computacional, uma re-
dugéo consideravel no nimero de variaveis do problema discreto. Além disso, essa projegdo trans-
forma um problema de minimizag¢do com restri¢do, num problema de minimizag¢io sem restrigao,
a saber: o problema de minimizar (3) sujeito a restri¢do (2), torna-se

Min <V, J,6X >,
SXeE, ! (8)
O problema M,;, envolvendo o funcional quadratico J, definido em (3), tem a existéncia de
sua solugdo garantida, mas nio a sua unicidade. Para obter a unicidade da solu¢io de M,, e de M,
redefine-se o problema para o seguinte funcional quadratico:

J:E— IR

Xo % f <B(X, - X,), BX, - X,)>-<W(OX(t,x°) - Z(t,x)), WO (X(t,x) - Z(t,x)) >dD, ~ (3’)

sendo, X, uma estimativa disponivel da configuracio inicial de X e Be L(V) o operador determi-
nado pelas informagdes estatisticas disponiveis sobre a estimativa de X,. Entdo, tem-se o resultado
a seguir:

Teorema 2: Dado o problema uma solu¢io X € E de M,
MR’: encontrar a solu¢io de (2) que minimiza (3’),

existe uma unica solu¢do X de M, X, = X ey e E, é a solugdo do problema M
Mj: encontrar 6X, € E, que minimiza < Vy J,6X, >.

Demonstracdo: ver Apéndice 2

Sejam X, a estimativa disponivel da configurac¢ao inicial de X. Iterativamente, o problema da
solugdo Otima serd resolvido, buscando-se a perturba¢io 6X, € E, de 8X € E tal que (X, + 8X) seja
a solu¢io de M.

3.3. 0 método L-BFGS para minimizacao

Para resolver o problema (M) computacionalmente, é necessario aplicar um método de mi-
nimizag¢do para problemas sem restricio de grande porte. Neste trabalho, foi utilizado o método
L-BFGS, onde atualizagdes da aproximagdo a matriz hessiana da fungéo objetivo, sdo calculadas a
custo razoavel. O método L-BFGS pode ser visto como uma implementa¢io do método quase-Newton
BEGS, com a restri¢do na armazenagem de informagdes anteriores, pois a atualizagdo da matriz H,,
definida como H,,, = (I - p.s, YD) H (I - Py, SO+ Pi SiSi» geralmente densa, é realizada armazenando
um numero m de pares de vetores {s,, y,} anteriores. Este método é computacionalmente menos
custoso, mais robusto e de facil implementagao, mas ele possui taxa de convergéncia baixa.

Todas as iteracdes subsequentes sdo dessa forma, isto é, uma corre¢io é apagada e uma nova
é inserida. Neste método, o usudrio deve especificar o nimero m de corre¢des do BFGS e definir a
matriz H, que seja esparsa, simétrica e definida positiva e que se aproxima da hessiana de f (NO-
CEDAL, 1980).

Durante as primeiras m itera¢des, o método L-BFGS ¢ idéntico ao método BFGS. Parak > m,
H, é obtida pela aplicagdo de m iteragdes de BFGS atualizadas por H; usando informagdo dadas
pelas m iteragdes anteriores.

Uma descri¢ado precisa do método L-BFGS encontra-se em (NOCEDAL e WRIGHT, 1999).
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4. RESULTADOS

Antes da descri¢do dos resultados obtidos com o modelo computacional, descreve-se breve-
mente a implementac¢do do método das equagdes adjuntas, um aspecto fundamental para a assimi-
lagdo variacional de dados e que, por si s, constitui-se darea de relevantes pesquisas matematicas.

Atualmente, pelas muitas aplica¢des académicas e industriais do método e pela extensdo do
trabalho para produzir tal programa computacional, a geracdo automatica de programas adjuntos
a um dado programa computacional, pode ser feita com o uso de aplicativos desenvolvidos espe-
cificamente para este fim (FAURE e PAPEGUAY, 1998). Tais aplicativos partem do principio que
um programa computacional em linguagem FORTRAN, por exemplo, consiste numa sequéncia
ordenada de linhas de instru¢io e de eventuais sub-rotinas ou de fungdes, as quais sdo, por sua
vez, também sequéncias ordenadas de linhas de instru¢do. Assim, estabelece-se, inicialmente, uma
regra para derivar a instrugdo adjunta a uma dnica linha de instru¢do de um dado programae, a
seguir, a instruc¢io adjunta a instrugéo resultante de duas linhas de instrugées consecutivas.

Estudou-se o problema da determinagdo da evolu¢do de uma mancha produzida por um
derrame de dleo, em uma regiao do mar, cuja hidrodinamica é conhecida, dispondo-se também,
de um conjunto de observacdes da mancha durante o intervalo de tempo [¢,t,]. Supds-se que as
observagdes sdo todas incompletas, de modo que, em qualquer instante ¢, < t < t,, a observac¢io
disponivel Z(f), ndo reproduzindo integralmente a mancha de 6leo, ndo poderia ser utilizada como
“condigdo inicial” para a integra¢do do modelo numérico.

O primeiro passo do experimento foi produzir um derrame artificial de 6leo em um dominio
espacial de 6000m X 4400m, discretizado por uma malha bidimensional de 21 X 21 nos, sendo A, =
300m, Ay = 220m e o intervalo de tempo para a analise [0,30000], em segundos, com A, = 300s. To-
mou-se a velocidade do meio como uf = (u,v), sendo u = 0.1 X 10" m/s e v = 0.0, C a concentragdo
do dleo e D o coeficiente de difusividade varidvel. O transporte do 6leo foi descrito pela equagéo
de advec¢io-difusio bidimensional

a—C+ua—c+va—C—D(azc+
ox?

o axoy

0*C
oy?

)=0 )

que é o modelo de transporte de 6leo na superficie do mar, universalmente empregado em Lehr e
Cekirge (1980). Na Figura 2, tem-se o fluxograma do programa para a Assimila¢do de Dados, via
o Método das Equagdes Adjuntas.

Figura 2 - Fluxograma para assimilagdo variacional de dados.

=%

Fonte: Elaboragdo dos autores.
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Integrou-se, entdo, a equacio (9), tendo como condigao inicial o derrame produzido artificial-
mente (Figura 3a) e, com a integracio de (9) (em G(U)), foram armazenadas, como observagdes do
sistema, as configuracdes obtidas nos instantes t = 10 X i, i = 1,...9. Nas Figuras 3b e 3c, sao mostra-
das as configuragoes parciais da mancha de 6leo parat=A;x20 e t=A, X 90, respectivamente.

Figura 3a - Configuracao Figura 3b - Configuracao Figura 3¢ - Configura¢io
inicial. parcial em t = A, X 20. parcial em t = A, X 90.

1 L .

Fonte: Dados da pesquisa.

Perturbou-se aleatoriamente a configuracdo inicial da Figura 3a, utilizando-se a fungéo
RAND da biblioteca do FORTRAN 90, obtendo-se a configuragio inicial perturbada (Figura 4),
a partir da qual se inicia o processo da Assimila¢do Variacional de Dados, sendo que, ap6s a pri-
meira integragdo de (9) para a geragdo das observagoes, a equagdo (9) passa a ser integrada com
uma condigdo inicial obtida da rotina de minimizagdo e o erro entre as configuragdes geradas pelo
modelo e as observagoes, sendo avaliado em J(G(U)), que, se estiver acima da tolerancia estabele-
cida, faz com que o programa principal chame a sub-rotina D(G(U))* para obter a integracdo para
tras, no tempo da equacao adjunta (7), a qual fornece o gradiente do funcional J, com relagio as
condi¢des iniciais do problema, o qual é passado a rotina de minimiza¢do (L-BFGS), fornecendo
uma nova configuracio inicial U que, ao ser integrada em G(U), diminuira o valor de J(G(U)).

Figura 4 - Configuragéo inicial perturbada aleatoriamente.

Fonte: Dados da pesquisa.
Quando o erro entre as configuragdes geradas pelo modelo e as observagoes, avaliado em

J(G(U)), estiver abaixo da tolerancia estabelecida, o programa termina com a condi¢éo inicial 6ti-
ma determinada (Figura 5).
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Figura 5 - Configuragéo inicial recuperada (compare-se com a Figura 3a).

Fonte: Dados da pesquisa.

No exemplo considerado, a condi¢do inicial 6tima (Figura 5) é obtida apds chamadas da sub-
rotina de minimizagéo, recuperando a condi¢éo inicial do problema, com um erro em torno de 2%.

A utilizagdo da Assimila¢do de Dados, em que as observag¢des do sistema estudado agem co-
mo uma condi¢édo a qual a simula¢do computacional do sistema, também tem de satisfazer, combi-
nada com o Método das Equagées Adjuntas, fornece um método para a obtengdo de configuracdes
computacionais do sistema estudado bastante confidveis e com alta precisdo, a um custo compu-
tacional baixo e num intervalo de tempo que permite tomadas de decisdo durante um derrame
acidental de 6leo em rios ou no mar.

5. CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, foram apresentados e discutidos aspectos matematicos e numéricos que per-
mitem analisar o método desenvolvido e sua implementagédo. A aplicagdo a problemas reais exige,
deste modo, a disponibilidade de dados para a assimila¢do e o desenvolvimento da adjunta ao
sistema de equag¢des que descreve a dindmica do sistema considerado.

Uma questio posterior, que pode ser ainda abordada com o formalismo, aqui, desenvolvido,
¢ a da localizagdo 6tima de instrumentos de observagao, suplementando uma rede de observagao
ja existente ou para sua implantagio.

6. APENDICES

6.1. Demonstracao do Teorema 1

Sejam Y:[t,,t,] X V — V a solugdo de (7) tal que Y(,) = 0 e 8X € E, uma perturbagdo de uma
solu¢io qualquer de (6). Tem-se, entdo, que

dX OF aY JF.. -
<§_8_XSX’Y>+<§+(8_X) Y+ V,T6X>=0

%<Y,5X>+<VXT,6X>=0
.'.%<Y,8X>=—<VXT,8X>

< Y,8X>|§f = —_[ttz< V T,0X > dt = - < V, T,6X >

<Y, 8X,> = < V,J,8X > (8)
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O significado de (8) deve ficar claro: seu lado direito é a expressdo da diferencial de J (em
relacio a X), dJ(X). Como X, é a projecdo de X sobre E,, o lado esquerdo de (8) é a expressdo da
diferencial da restrigdo de J (em relagdo a X,) a E,. Pela unicidade da representa¢io da dltima dife-
rencial como um produto interno em E,, tem-se que Y, é precisamente o gradiente da restri¢ao do
funcional Ja E,, ou seja, Y, é a projecdo de V, ] sobre E,, isto é,

Y, = Vi J, ©)

6.2. Demonstracao do Teorema 2

Basta redefinir o produto interno em E como:

< X())’Y()) >E J< B(X(tp'))’B(Y(tp')) >E1 +< W( . )(X()))>W( . )(Y(’)) > dD:

e utilizar todo o desenvolvimento que antecede o Teorema 1 e em sua demonstragéo.
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