
Resumo
A curva de Pareto, ou “curva ABC”, tem sido aplicada como critério de tomadas de decisão em várias 
áreas do conhecimento, por empresas e instituições de vários ramos e em todo o mundo, isto é, como 
instrumento de modelagem de regularidade estatística para diversos fenômenos da natureza. Entre-
tanto, apesar da curva de Pareto ser utilizada com grande frequência, o teste de sua significância ou 
aderência é pouco realizado, já que o desconhecimento da distribuição por amostragem do seu coefi-
ciente angular (ou de sua elasticidade), torna inviável fazer acompanhar as estimativas do respectivo 
erro padrão, já para não falar na construção dos intervalos de confiança. Este trabalho tem a iniciativa 
preliminar de obter uma distribuição por amostragem empírica para a elasticidade da “curva 80/20”, 
utilizando para esta finalidade a técnica de reamostragem bootstrap e com isso obter o viés e o erro 
padrão das estimativas da elasticidade da potência de Pareto, possibilitando a construção de intervalos 
de confiança e testes de significância do ajustamento, minimizando assim a insuficiência de testes de 
significância para esta importante lei natural.
Palavras-chave: curva de Pareto; elasticidade; bootstrap; intervalos de confiança; teste de significância. 

Abstract
The Pareto Curve or “ABC Curve” has been applied as criterion for decision-making in some areas of lear-
ning, by companies and institutions from various segments throughout the world. This is basically an ins-
trument for modeling statistical regularities of many of nature’s phenomena. However, despite the Pareto’s 
Curve being used with great frequency, the test for its significance or adherence is rarely performed, since 
the unfamiliarity of sample distribution of coefficient regression (or of its elasticity), makes it impracticable 
to follow the estimates of the respective standard errors , not to mention the construction of confidence in-
tervals. This work has the initial aim of establishing a distribution for empirical sampling for the elasticity 
of an “80/20 Curve”, using the bootstrap technique and by utilizing this method to also obtain the bias 
and the standard-error for the estimates of the elasticity of pareto power, making it possible to construct 
confidence intervals and tests of significance for its adjustment, thus minimizing the deficiencies of these 
tests for this important natural law.
Keywords: Pareto Curve; elasticity; bootstrap; confidence interval; tests of significance.
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do coeficiente de elasticidade da curva de Pareto

1. INTRODUÇÃO

A curva de Pareto ou a curva ABC foi desenvolvida por Vilfredo Pareto (ou Velfredo), sociólogo 
e matemático italiano (1848-1923), para comparar duas curvas homogêneas e as conclusões que dis-
so obteve resultaram em importantes contribuições ao estudo da economia e também da sociologia 
(CARVALHO, 2002).

Especificamente no campo da distribuição da riqueza e a análise das eleições individuais, Pareto 
observou que 80% do território italiano pertenciam a 20% da sua população (CARVALHO, 2002). 
Mais tarde, ele notou que essa regra podia ser utilizada para todos os aspectos da vida moderna (CAR-
VALHO, 2002).

Em economia, dá-se o nome de Princípio de Pareto ou Lei 80/20 a um fenômeno que afeta a 
distribuição do relacionamento entre produtos e fatores de um sistema qualquer (CARVALHO, 2002). 
Vilfredo (ou Velfredo) foi um dos primeiros a notar que 80% das riquezas do mundo estavam concen-
tradas nas mãos de apenas uma elite de 20% ou menos da população. Daí o nome “Lei 80/20” (CAR-
VALHO, 2002).

O Princípio de Pareto que foi aparentemente descoberto em economia não se restringe a esse 
campo e tem sido aplicado aos mais diversos setores do conhecimento humano (PINTO, 2002).

O economista Vilfredo (ou Velfredo) Pareto sugeriu que a distribuição de renda de uma popu-
lação seguia uma lei de potência simples, ou seja, que o número de pessoas que ganham certa quantia 
mensal, diminui conforme essa quantia vai aumentando (CARVALHO, 2002, p. 226).

Essa lei é caracterizada por um índice, conhecido como o “Índice Pareto” (CARVALHO, 2002), 
que é pequeno se a renda é mal distribuída pela população, e grande se a distribuição de renda for mais 
uniforme. Entretanto, o Princípio de Pareto funciona apenas para aproximadamente 1% da população 
de melhor renda. Outro economista, chamado Gibrat, posteriormente sugeriu que os 99% restantes da 
população têm uma renda que segue uma curva de distribuição do tipo log-normal (GIBRAT, 1931). 
Os ajustes das curvas de renda com o modelo de Gibrat levam ao “índice Gibrat”, que também é peque-
no para situações com rendas mal distribuídas.

Recentemente, esses dois modelos foram reunidos em um só método empírico (SOUMA, 2000). 
Para isso, ele realizou uma análise detalhada de mais de 80% da população japonesa economicamente 
ativa. Analisou-se detalhadamente resultados de mais de 51 milhões de pessoas, entre 1887 e 1998 
(SOUMA, 2000). Para realizar esse estudo, empregou-se algumas técnicas frequentemente usadas em 
Física da Matéria Condensada, usadas para modelar sistemas de “muitos-corpos” (SOUMA, 2000). O 
resultado final é uma curva híbrida, que consiste em uma curva do tipo “log-normal curve” combinada 
com uma cauda que segue uma lei do tipo potência. Essa fórmula descreve adequadamente os dados 
dessa população, em todos os períodos investigados (SOUMA, 2000). 



GE
PR

OS
. G

es
tã

o 
da

 P
ro

du
çã

o,
 O

pe
ra

çõ
es

 e
 S

is
te

m
as

 –
 A

no
 6

, n
º 1

, J
an

-M
ar

/2
01

1,
 p

. 6
7-

82

69

Giovani Glaucio de Oliveira Costa

Desse modo, conseguiu-se verificar como a distribuição de renda evoluiu ao longo dos anos no 
Japão (SOUMA, 2000). Apesar de ainda não tentar explicar porque a distribuição de renda segue esse 
tipo de lei, o pesquisador Souma (2000) acredita que essa fórmula empírica tem uma validade geral, e 
que poderá descrever a distribuição de renda em qualquer sociedade, em qualquer ponto da história. 
Se de fato isso ocorrer, esse resultado pode ser muito importante, pois uma descrição acurada da dis-
tribuição de salários é fundamental em várias áreas da economia, incluindo estudos de desigualdades 
sociais e pobreza (SOUMA, 2000).

A IBM descobriu que em 80% do tempo, os computadores estão executando apenas uma fração 
de 20% dos programas, qualquer que seja esse programa. Assim nasceu a ideia de criar processadores 
RISC, que são processadores projetados para serem rápidos e eficientes apenas na pequena porção de 
20% de instruções mais usadas.

Deming (1990) e Juran (1950) aplicaram o Princípio de Pareto para reduzir o número de defeitos 
nas linhas de montagens e foram grandes colaboradores para que o atual parque industrial japonês 
atingisse o nível atual de qualidade e produtividade. Segundo Juran “Uma pequena fração de 20% de 
práticas errôneas são responsáveis por cerca de 80% dos desperdícios e da baixa qualidade na produção 
e isso vale para qualquer empresa ou indústria”.

Nasceram assim as bases para a Qualidade Total Japonesa. Segundo Juran (1950), a ideia central 
é identificar os 20% de causas que geram 80% dos defeitos e focar energias nesse pequeno grupo de 
causas, ao invés de tentar reduzir 100% das causas, coisa que fatalmente tornaria os custos inevitavel-
mente inviáveis.

É patente que a curva de Pareto tem sido aplicada como critério de tomadas de decisão em vá-
rias áreas do conhecimento, por empresas e instituições de vários ramos, isto é, como instrumento 
de modelagem de regularidade estatística para diversos de fenômenos da natureza. Portanto, a curva 
de Pareto é utilizada com grande frequência, mas sempre a nível descritivo. O desconhecimento da 
distribuição por amostragem (mesmo quando a distribuição da população é conhecida) do seu coefi-
ciente angular (ou sua elasticidade) torna inviável fazer acompanhar as estimativas do respectivo erro 
padrão, para não falar na construção dos intervalos de confiança ou na realização de testes de signifi-
cância. Este trabalho tem a iniciativa preliminar de obter uma distribuição por amostragem empírica 
para a elasticidade da curva de Pareto e com isso obter o viés, o erro padrão e construir intervalos 
de confiança, minimizando assim a insuficiência de testes de significância para esta importante lei 
natural.



GE
PR

OS
. G

es
tã

o 
da

 P
ro

du
çã

o,
 O

pe
ra

çõ
es

 e
 S

is
te

m
as

 –
 A

no
 6

, n
º 1

, J
an

-M
ar

/2
01

1,
 p

. 6
7-

82

70

Estimativa bootstrap para o enviezamento, erro padrão e intervalo de confiança 
do coeficiente de elasticidade da curva de Pareto

2. OBJETIVOS DA PESQUISA

Este estudo tem os seguintes objetivos:

 • Gerar uma estimativa empírica, real, da distribuição por amostragem da variável aleatória ‘elasti-
cidade da curva de Pareto’;

 • Aplicar metodologias CIS (Computer Intensive Statistics) para obtenção das distribuições por 
amostragem;

 • Empregar o seguinte método CIS: bootstrap; 
 • Especificar o viés e o erro padrão da estatística ‘elasticidade da curva de Pareto’;
 • Construir intervalos de confiança e realizar testes de significância para aderência do ajustamento;
 • Aplicar os procedimentos expostos a um estudo de caso real.

3. JUSTIFICATIVA DA UTILIZAÇÃO DE COMPUTAÇÃO 
ESTATÍSTICA INTENSIVA

A abaixo se relaciona os motivos para aplicação de metodologias CIS:

 • Não se conhecem com a precisão necessária os parâmetros característicos teóricos da distribuição 
por amostragem da variável aleatória ‘elasticidade da curva de Pareto’;

 • O estudo da distribuição por amostragem da ‘elasticidade da curva de Pareto’ assume caráter ins-
tável, o que dificulta a especificação teórica do erro padrão e do enviezamento desta estatística;

 • A distribuição por amostragem fornece um modo direto para conhecer as “estimativas da elasti-
cidade da curva de Pareto”;

 • O bootstrap permite obter, então, de forma experimental e empírica, as distribuições por amostra-
gem da estatística em foco;

 • O método bootstrap permite ladear a insuficiência da teoria da amostragem que se faz sentir 
quando se aplica a curva de Pareto em diversas situações práticas.



GE
PR

OS
. G

es
tã

o 
da

 P
ro

du
çã

o,
 O

pe
ra

çõ
es

 e
 S

is
te

m
as

 –
 A

no
 6

, n
º 1

, J
an

-M
ar

/2
01

1,
 p

. 6
7-

82

71

Giovani Glaucio de Oliveira Costa

4. VIABILIDADE OPERACIONAL DA METODOLOGIA CIS

 • O desenvolvimento recente da informática tem permitido que técnicas de reamostragem como o 
bootstrap possam ser operacionalizadas de maneira rápida e precisa;

 • Recorrendo ‘a computação pesada’ consegue-se solucionar problemas para os quais a teoria da 
estatística tradicional não encontra solução.

5. FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

A curva ABC é um método de classificação de informações, para que se separem os itens de maior 
importância ou impacto, os quais são normalmente em menor número (CARVALHO, 2002, p. 226).

Trata-se de classificação estatística de materiais, baseada no princípio de Pareto, em que se con-
sidera a importância dos materiais, baseada nas quantidades utilizadas e no seu valor. Também pode 
ser utilizada para classificar clientes em relação aos seus volumes de compras ou em relação à lucra-
tividade proporcionada; classificação de produtos da empresa pela lucratividade proporcionada, etc. 
(CARVALHO, 2002, p. 226)

No que diz respeito à análise de clientes, a curva ABC serve para analisar a dependência ou risco 
face a um cliente, ou ainda para que tipo de clientes a organização se deve focar (CARVALHO, 2002, 
p. 226). Consiste em ordenar os clientes por ordem decrescente da sua contribuição para a empresa, 
de modo a se poder segmentar por grau de dependência, de risco ou ainda por outro critério a definir 
(CARVALHO, 2002, p. 226).

Numa organização, a curva ABC é muito utilizada para a administração de estoques, mas tam-
bém é usada para a definição de políticas de vendas, para o estabelecimento de prioridades, para a 
programação de produção, etc (CARVALHO, 2002, p. 226). Para a administração de estoques, por 
exemplo, o administrador a usa como um parâmetro que informa sobre a necessidade de aquisição de 
itens – mercadorias ou matérias-primas – essenciais para o controle do estoque, que variam de acordo 
com a demanda do consumidor (CARVALHO, 2002, p. 226).

Na avaliação dos resultados da curva ABC, percebe-se o giro dos itens no estoque, o nível da 
lucratividade e o grau de representação no faturamento da organização. Os recursos financeiros inves-
tidos na aquisição do estoque poderão ser definidos pela análise e aplicação correta dos dados forneci-
dos com a curva ABC (PINTO, 2002, p. 142).
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A curva ABC, no caso de administração de estoques, apresenta resultados da demanda de cada 
item nas seguintes áreas:

 • Giro no estoque; 
 • Proporção sobre o faturamento no período; 
 • Margem de lucro obtida. 

Os itens são classificados como (CARVALHO, 2002, p. 227):

 • De Classe A: de maior importância, valor ou quantidade, correspondendo a 20% do total (podem 
ser itens do estoque com uma demanda de 65% num dado período); 

 • De Classe B: com importância, quantidade ou valor intermediário, correspondendo a 30% do 
total (podem ser itens do estoque com uma demanda de 25% num dado período); 

 • De Classe C: de menor importância, valor ou quantidade, correspondendo a 50% do total (po-
dem ser itens do estoque com uma demanda de 10% num dado período). 

Os parâmetros acima não são uma regra matematicamente fixa, pois podem variar de organiza-
ção para organização nos percentuais descritos (CARVALHO, 2002, p. 226).

O que importa é que a análise destes parâmetros propicia o trabalho de controle de estoque do 
analista cuja decisão de compra pode se basear nos resultados obtidos pela curva ABC. Os itens consi-
derados de Classe A merecerão um tratamento preferencial. Assim, a consequência da utilidade desta 
técnica é a otimização da aplicação dos recursos financeiros ou materiais, evitando desperdícios ou 
aquisições indevidas e favorecendo o aumento da lucratividade (CARVALHO, 2002, p. 226).

6. RESUMO TEÓRICO DE REAMOSTRAGEM

O tipo de estatística não-paramétrica que foi ensinado no passado desempenhou um importante 
papel na análise de dados que não são variáveis contínuas (COSTA, 2006), em escala nominal ou or-
dinal, e, portanto, não podem empregar a distribuição normal de probabilidade para fazer estimativas 
de parâmetros e de intervalo de confiança. Mas existe uma nova perspectiva sobre estimação não-
paramétrica que também se relaciona com estimação de parâmetros e de intervalo de confiança para 
variáveis quantitativas contínuas.

Com isso, não se tem que assumir que o intervalo de confiança para um parâmetro segue a dis-
tribuição normal (COSTA, 2011). Pode-se até mesmo gerar intervalos de confiança para parâmetros 
como a mediana, o que geralmente é difícil de avaliar com as técnicas de inferência paramétricas tra-
dicionais (COSTA, 2011).
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Essa abordagem não-paramétrica é conhecida como reamostragem e tem conquistado apoio co-
mo uma alternativa aos métodos clássicos de inferência paramétrica (COSTA, 2006).

A reamostragem descarta a distribuição por amostragem assumida de uma estatística e calcula 
uma distribuição empírica: a real distribuição da estatística ao longo de centenas ou milhares de amos-
tras (COSTA, 2006).

Com a reamostragem, não se tem que confiar na distribuição assumida nem se tem que ser cui-
dadoso quanto à violação de uma das suposições inerentes. Pode-se calcular uma real distribuição de 
estatísticas da amostra e pode-se agora ver onde o 95 ou o 99 percentil estão realmente, acreditando-se 
que a amostra original seja confiável (HAIR et al., 2005).

Mas de onde vêm as múltiplas amostras? É necessário reunir amostras separadas, aumentan-
do sensivelmente o custo de coleta de dados? Ao longo dos anos estatísticos desenvolveram diversos 
procedimentos para criar as múltiplas amostras necessárias para a reamostragem a partir da amostra 
original (EFRON, 1982). 

Agora uma amostra pode gerar um grande número de outras amostras que podem ser emprega-
das para gerar a distribuição amostral empírica de uma estatística de interesse (HAIR et al., 2005).

Reamostragem, portanto, não usa a distribuição de probabilidades assumida, mas, ao invés disso, 
ela calcula uma distribuição empírica de estatísticas estimadas (HAIR et al., 2005). Criando múltiplas 
amostras da amostra original, a reamostragem agora precisa apenas do poder computacional para es-
timar um valor de uma estatística para cada amostra (HAIR et al., 2005). Logo que eles estejam todos 
calculados, pode-se realizar o teste de normalidade dos valores e até mesmo construir intervalos de 
confiança e realizar testes de hipóteses (HAIR et al., 2005).

A reamostragem engloba diversos métodos (HAIR et al., 2005). Para este trabalho, se estudará e 
aplicará o bootstrap.

Uma diferença chave entre os vários métodos de reamostragem é se as amostras são extraídas com 
ou sem reposição (HAIR et al., 2005). A amostragem com reposição obtém uma observação a partir da 
amostra e então a coloca de volta na amostra para possivelmente ser usada novamente. A amostragem 
sem reposição obtém observações da amostra, mas uma vez obtidas eles não estão mais disponíveis. 

O verdadeiro poder da reamostragem vem de amostragem com reposição (HAIR et al., 2005). 
Pesquisas têm mostrado (HAIR et al., 2005) que esse método fornece estimativas diretas dos intervalos 
de confiança.

O método bootstrap obtém sua amostra via amostragem com reposição da amostra original 
(EFRON, 1982). A chave é a reposição das observações após a amostragem, o que permite ao pesquisador 
criar tantas amostras quanto necessárias e jamais se preocupar quanto à duplicação de amostras, exceto 
quando isso acontecer ao acaso (EFRON, 1982). Cada amostra pode ser analisada independentemente e 
os resultados compilados ao longo da amostra. Por exemplo, a melhor estimativa da média populacional 
é exatamente a média de todas as médias estimadas ao longo das amostras (EFRON, 1982).
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O intervalo de confiança também pode ser diretamente calculado. As duas abordagens mais simples:

 1. Calculam o erro padrão simplesmente como o desvio padrão das estimativas estimadas;
 2. Literalmente ordenam as estimativas e definem os valores que contém os 5% extremos (ou 1%) 

dos valores estimados.

Matematicamente, a obtenção da amostra bootstrap e sua estimativa do erro padrão são feitas da 
seguinte maneira:

Seja uma amostra original e a estatística de interesse abaixo:

x ={x1, x2, x3,..., xn-1, xn}.

θ = F(x) 

(1º) Geram-se as amostras bootstrap x(1), x(2), x(3),... , x(n*) com reposição de x;
(2º) Calculam-se as estimativas da estatística de interesse:

θ(b) = F[x(b)], b=1,..., B

(3º) Calcula-se o erro padrão bootstrap, Sboot, dado por:

Sboot = 1B
B – 1

. 
B

b–1
Σ [θb - θ(*)]2  

1/2

, sendo

θ(*) = 
B

b=1
Σ  θ(b)

B

Apesar de procedimentos de reamostragem não serem restritos por quaisquer suposições para-
métricas, eles ainda têm certas limitações:

 • A amostra deve ser grande o bastante e obtida (a princípio aleatoriamente) de forma a ser repre-
sentativa da população completa. Técnicas de reamostragem não podem conter quaisquer envie-
zamentos que tragam como consequência uma amostra não representativa;

 • Métodos paramétricos são melhores em muitos casos para fazer estimativas pontuais. Os proce-
dimentos de reamostragem podem completar as estimativas pontuais de métodos paramétricos 
fornecendo as estimativas de intervalos de confiança;

 • As técnicas de reamostragem não são adequadas para estimar parâmetros que têm um domínio 
amostral muito estreito, como os valores mínimos e máximos. A reamostragem funciona melhor 
quando estimativas são suficientes.
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7. MODELAGEM DA CURVA DE PARETO

Após analisar várias distribuições de rendas de vários países com conjunturas iguais ou dife-
rentes, o professor Vilfredo (ou Velfredo) Pareto (CARVALHO, 2002) concluiu a existência de certa 
dependência funcional entre os níveis de renda de cada estrato de distribuição e o número de pessoas 
economicamente ativas, deduzindo o caráter de estabilidade associada à distribuição de renda.

A constatação permitiu a Pareto imaginar que seria uma aproximação razoável da realidade re-
presentar por uma hipérbole (ver expressão 1) o modelo analítico associado à distribuição de renda.

y = A
(x – a)2

(1)
 
Onde:

a = menor renda observada
A = constante de proporcionalidade
x = um parâmetro indicativo do grau de concentração de renda

Chamando de x o eixo das abscissas e nele marcando as rendas e no eixo das ordenadas o míni-
mo de pessoas cujas rendas sejam iguais ou superiores a x, têm-se a curva de Pareto, representada no 
gráfico 1.

Gráfico 1 – Curva de distribuição de renda.

Fonte: PARETO (1949).

Tem-se facilmente que:
lim y → α
x → a
lim y → 0
x → a
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Então, a hipérbole considerada admite duas assíntotas: uma para x=a e outra para y=0. Por uma 
translação de eixo dos y’s, fazendo a origem deslocar-se até a (menor renda observada) a expressão 1 
da curva de Pareto reduz-se a potência simples:

y = A.x-α (2)

Então,

(3)log y = log A – α . log x

A expressão 3 traçada sobre um gráfico duplo-logaritmo é uma reta do tipo:

(4)z = w – αr, de declividade negativa e coeficiente angular (-α)

Pareto, que concluiu estar em frente a uma lei natural, afirma que α indica o grau de concavidade 
da curva.

O ajustamento da curva de Pareto é imediato, utilizando o método de mínimos quadrados ordi-
nários à expressão (4):

(5)∑ log y = n log A – α ∑ log x
∑ log x . logy = ∑ log A log x – α.∑ (log x)2

A solução do sistema da expressão 5 dá os valores de A e de α.
A expressão abaixo representa a variação proporcional de y, associada a uma variação proporcio-

nal de x, isto é, à elasticidade da curva de potência.

(6)E = (∂y/y) / (∂x/x) = (∂y/∂x) . (x/y)
 

Então,

(7)-α = ∂(log y)
∂(log x)

A expressão 7 mostra que –α corresponde à elasticidade da função de distribuição de rendas. É 
possível, então, interpretar o parâmetro α como a elasticidade do decréscimo do número de pessoas 
que se verifica quando se passa de uma para outra classe de renda mais elevada.
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8. ESTUDO DE CASO

O presente estudo de caso utiliza uma amostra de trabalhadores com idade entre 25 e 64 anos, 
residentes nas áreas urbanas do Brasil, extraída da PNAD (Pesquisa Nacional por Amostra de Domicí-
lios) de 2002. Os dados correspondem a uma amostra aleatória de 10% das observações da PNAD.

A PNAD é uma pesquisa anual feita pelo IBGE representativa de toda a população brasileira. Em 
cada ano são entrevistados em torno de 330.000 indivíduos em cerca de 100.000 domicílios. A amostra 
utilizada envolveu 10.014 indivíduos da amostra original da PNAD.

A pesquisa contém uma série de informações sobre educação, mercado de trabalho, indicadores 
sociais, etc. e o objetivo deste trabalho é ajustar segundo uma curva de Pareto a variável rendimento 
por pessoa (em R$ de 1999), obter a distribuição por amostragem empírica da elasticidade desta curva, 
seu viés, seu erro padrão e assim construir intervalos de confiança e realizar o teste de significância 
para a existência de aderência.

8.1. Ajustamento da curva de Pareto aos dados

Chamando de x o eixo das abscissas e nele marcando a variável rendimento por pessoa (em R$ de 
1999) e no eixo das ordenadas o mínimo de pessoas cujas rendas sejam iguais ou superiores a x, têm-se 
a curva de Pareto, representada no gráfico 2.

Gráfico 2 – Curva de Pareto de dados de rendimentos de 10% de pessoas da PNAD.

Fonte: COSTA (2011).
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A tabela 1 resume os parâmetros característicos associados à elasticidade da curva de Pareto ob-
tidos pelas expressões teóricas do coeficiente angular do modelo e do erro padrão.

Tabela 1 – Coeficiente angular α obtido pelo método tradicional e seus parâmetros característicos.

Parâmetro Valor de α Erro padrão α

Coeficiente angular α -0,09179 0,04914

 Fonte: COSTA (2011)

8.2. Ajustamento bootstrap da curva de Pareto aos dados

A tabela 2 resume os parâmetros característicos associados à elasticidade da curva de Pareto obti-
dos junto à distribuição por amostragem empírica bootstraps: de cada 1000 amostras geradas foi tirado o 
valor de α e desses milhares de valores de α foram calculados a sua esperança (valor médio de α) e o seu 
desvio padrão (erro padrão de α). O viés é a diferença entre o valor médio de α e o valor de α. 

Tabela 2 – Coeficiente angular α obtido pelo método bootstrap e seus parâmetros característicos.

Parâmetro Valor Médio de α Viés de α Erro padrão de α

Coeficiente angular α -0,09074 0,00105 0,04824

Fonte: COSTA (2011).

Conhecidos o valor médio da estatística α e seu erro padrão, pode-se, então, construir intervalos 
de confiança e realizar testes de hipóteses.

Tabela 3 – Intervalo de confiança bootstrap de 95% para o coeficiente angular α.

Intervalos de Confiança
Limites de Confiança

Limite Inferior Limite Superior

Percentílico -0,18721 0,00149

Normal -0,18646 0,00288

Fonte: COSTA (2011).
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8.3. Teste de normalidade das estimativas da distribuição por 
amostragem da elasticidade da curva de Pareto

Abaixo se relaciona os gráficos: histograma, gráfico de ajustamento anormal e o gráfico de ajusta-
mento dos resíduos para as estimativas da elasticidade obtidas pelo método bootstraps.

Gráfico 3 – Histograma das estimativas de elasticidade.

Distribuição por amostragem da elasticidade da curva da renda

Fonte: COSTA (2011).

Percebe-se alto grau de simetria na distribuição amostral de α. O que sugere um modelo de esti-
mativas normalmente distribuídas.
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Gráfico 4 – Ajustamento da normal.
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Fonte: COSTA (2011).

Gráfico 5 – Ajustamento dos resíduos.
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A tabela 1 contém a estimativa elasticidade e seu erro padrão pelo ajustamento tradicional da 
curva ABC. O erro padrão foi de 0,04914, relativamente pequeno, o que denota precisão da estimativa 
da elasticidade. A tabela 2 apresenta a estimativa da elasticidade por reamostragem bootstrap. Por este 
método, o valor médio estimado da elasticidade é de -0,09074, bem próximo do valor que seria obtido 
pelo método tradicional, o que resultou em um viés de somente 0,00105. O erro padrão da elasticidade 
bootstrap foi 0,04824, bem próximo do obtido pelo método tradicional, porém levemente menor, o que 
denota que a esperança das estimativas da elasticidade bootstrap é um pouco mais precisa que o valor 
tradicional do coeficiente angular.

A tabela 3 mostra os intervalos de confiança bootstrap a nível de 5% de significância pelos méto-
dos percentílico e pelo método baseado na normalidade das estimativas geradas.

Pelo gráfico 3, histograma das estimativas da elasticidade, observa-se que a estatística do coefi-
ciente angular se assemelha bastante à curva normal. 

O gráfico 4 apresenta o gráfico de ajustamento à normal, onde se observa um ajustamento per-
feito da amostra à função de distribuição de probabilidade normal. O gráfico 5 inclui um gráfico de 
ajustamento dos resíduos. Se a amostra é perfeitamente normal, os resíduos distribuem-se segundo 
uma faixa horizontal em torno de zero, sem denotar qualquer padrão de distribuição. No estudo de 
caso considerado, é nítido o respeito a este pressuposto. 

Para minimizar a probabilidade de erros de decisão nos testes de significância, seria mais pruden-
te “conectar” os intervalos de confiança construídos a um modelo de distribuição de probabilidades 
das estimativas investigadas. A “curva normal”, por ser a mais frequente distribuição ajustável à des-
crição de variáveis aleatórias contínuas e por otimizar o poder de um teste de hipótese, será utilizada 
como prova de aderência aos dados. 

Diante de tudo que foi exposto em parágrafos acima, o intervalo de confiança bootstrap baseado 
na curva normal parece ser o mais indicado para estimar a elasticidade do rendimento de brasileiros: [-
0,18646 ; 0,00288]. Existe uma probabilidade de 95% deste intervalo conter a elasticidade da lei natural 
do comportamento dos rendimentos dos brasileiros. 

8.4. Teste de significância da elasticidade da curva de Pareto 
ou teste da existência de aderência

Utilizando o intervalo de confiança bootstrap da elasticidade de Pareto, verifica-se que o valor 
zero está contido no intervalo de confiança, o que sugere, ao nível de 5% de significância, que o valor 
α para a elasticidade obtido para a curva pode não ser significante estatisticamente e que a amostra 
disponível do rendimento dos brasileiros pode não se aderir tolerantemente à curva de Pareto, isto é, 
resulta em alto erro de amostragem. Mas é importante ressaltar que a amostra colhida vem da PNAD, 
que se caracteriza por uma amostragem complexa, o que pode incidir num estudo científico de até que 
ponto isso pode influenciar na inferência estatística que se estabeleceu aqui. 
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9. CONCLUSÃO

O objetivo deste artigo foi gerar uma estimativa empírica, real, da distribuição por amostragem 
da variável aleatória ‘elasticidade da curva de Pareto’, aplicando metodologias CIS (Computer Intensive 
Statistics), a técnica bootstrap. Com a distribuição por amostragem empírica pôde-se especificar o viés 
e o erro padrão da estatística, possibilitando a construção de intervalos de confiança e realização de 
testes de significância para aderência do ajustamento.

Os resultados foram aplicados a um estudo de caso retirado da PNAD de 2000, onde se verificava 
a modelagem de Pareto para a distribuição de renda de uma amostra de brasileiros. 

A realização da pesquisa demonstrou que o ajustamento de dados de renda à curva de Pareto uti-
lizando métodos de reamostragem, bootstrap, evidencia resultados bem satisfatórios em comparação 
com o método tradicional e possibilita realizar testes de hipóteses aos coeficientes de regressão, como 
foi exemplificado com o da elasticidade, o que raramente é realizado atualmente, quando se aplica a 
curva ABC nas instituições e empresas.

Os resultados a que se chegou deixam campo aberto para outras pesquisas na mesma área, como 
construção de intervalos de confiança e testes de significância para os coeficientes das curvas logística, 
gonpertz e de modelos de regressão múltipla. 
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